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На сьогоднішній день традиційний фінансовий ринок зазнав значних 
трансформацій. Одним з найбільш переломних моментів в його історії стала поява 
криптовалют. Як відомо, криптовалюти – це особливий вид цифрових грошей з 
власною децентралізованою платіжною системою, які в більшості випадків 
функціонують на основі технології блокчейну (blockchain) [1]. Якщо на момент 
появи перших криптовалют у 2008 р. вони не сприймалися фінансовою спільнотою 
серйозно, то зараз уже велика кількість організацій використовують їх як 
розрахункові одиниці та приймають як оплату за свої товари та послуги [2]. Сам 
ринок криптовалют, як і фінансовий ринок в цілому, є зразком складної 
збалансованої системи. З одного боку він хаотичний, тому що його зміни 
визначаються під впливом багатьох учасників, а з іншого боку в ньому визначені і 
працюють стійкі процеси, сформовані діями учасників. Тому важливим є 
визначення та представлення особливих властивостей фінансових часових рядів, 
що буде відрізняти їх від інших природних процесів і надасть можливість 
прогнозувати їх поведінку. 
Незважаючи на те, що ціни на криптовалюту, найімовірніше, мають 
непередбачуваний характер, сам ризик підпорядковується певній схемі, яку можна 
виразити математично і згодом змоделювати на комп'ютері. Протягом більш ніж 
сторіччя фінансисти і економісти займаються цим завданням, вони аналізують 
ризики на ринках капіталу, пояснюють їх, оцінюють кількісно. Якщо раніше 
криптовалюта була локальним способом оплати і використовувалася обмеженим 
колом людей, то в даний час вона присутня в Інтернеті як офіційний засіб 
грошового обігу. Серед криптовалют найбільш популярною є Bitcoin, та, не 
дивлячись на це, даний ринок активно розвивається, постійно з’являються нові 
види криптовалют, що в найближчому майбутньому беззаперечно матиме суттєвий 
вплив на світову економіку. Все більше  банки та приватні компанії проявляють 
зацікавленість у їх використанні, а кількість транзакцій постійно зростає. Тому 
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аналіз їх поведінки на фінансовому ринку та можливість прогнозу є досить 
актуальним. 
Актуальність теми дослідження дозволила визначити його об’єкт та предмет. 
Так, об’єктом дослідження є курс криптовалюти Bitcoin, а предметом виступають 
математичні методи моделювання, аналізу та прогнозування курсу Bitcoin. 
Визначені об’єкт та предмет сприяли формулюванню мети дослідження. 
Метою даної наукової роботи є прогнозування динаміки курсу криптовалюти 
Bitcoin на основі фрактального аналізу. Для досягнення поставленої мети 
необхідно вирішити наступні задачі: 
− дослідити предметну область; 
− провести дослідження існуючих методів та моделей прийняття рішень 
для вирішення завдання прогнозування тимчасових рядів із змінною фрактальною 
структурою; 
− охарактеризувати особливості здійснення фрактального аналізу та 
описати етапи здійснення R/S-аналізу; 
− реалізувати R/S-аналіз за допомогою програмних засобів; 
− побудувати ARIMA-модель для курсу криптовалюти Bitcoin залежно 
від отриманих результатів R/S-аналізу; 
− перевірити отриману модель на адекватність; 
− зробити прогноз курсу Bitcoin та здійснити верифікацію моделі. 
При дослідженні теми в роботі було використано такі загальнонаукові 
методи: аналіз і синтез, дедукція, абстрагування, конкретизація, аргументація, 
порівняння, класифікація, узагальнення, аналіз часових рядів, R/S-аналіз. 
Інформаційно-фактологічну базу склали: статистика цін на біткоїн по 
відношенню до курсу долару за 5 років: з 1 жовтня 2015 року по 24 вересня 2020 





ТЕОРЕТИЧНІ ЗАСАДИ МОДЕЛЮВАННЯ ТА ПРОГНОЗУВАННЯ ДИНАМІКИ 
КУРСУ КРИПТОВАЛЮТИ BITCOIN 
 
 
1.1  Сучасний стан ринку криптовалюти Bitcoin 
 
Вивчення та аналіз ринку криптовалют є відносно новою сферою. За останні 
роки було опубліковано доволі багато робіт на цю тему, що говорить про 
популярність криптовалют та зростання потенційного інтересу до її подальшого 
розвитку як інвесторів, так і вчених.  
Не дивлячись на те, що даний ринок відносно новий, він активно 
розвивається. Його капіталізація перевищує 300 млрд. доларів. Нові криптовалюти 
з'являються щодня. Наприклад, лише за останній місяць з’явилося більше 70 нових 
криптовалют. На сьогоднішній день існує більше 2 тис. віртуальних валют, проте 
живих, тобто таких, якими хоч хтось торгує – всього 14, найпопулярнішими серед 
яких є Bitcoin  та  Ethereum, які  існують і  як гроші, і як платіжні системи [3]. Решта 
криптоодиниць в тій чи іншій мірі є відгалуженнями, проте деякі з них за останній 
рік не тільки наздогнали лідерів за рівнем капіталізації, але й обігнали їх. Тим не 
менше, інфраструктура Bitcoin  є найбільш розвиненою.  
Bitcoin (BitСoin,  або  ВТС) – перша децентралізована цифрова валюта, 
створена в 2009 році. Вона дозволяє користувачам здійснювати транзакції через 
Інтернет від користувача до користувача (P2P), які записуються в 
децентралізованому державному реєстрі. Кількість одиниць обмежена 21 
мільйоном, з яких 16 мільйонів знаходяться в обігу. Частка Bitcoin серед всіх 
цифрових активів знаходиться на позначці в 60,5% (рис. 1.1), що відповідає 163 





Рисунок 1.1 – Частка Bitcoin на ринку криптовалют станом на жовтень 2020 року 
 
 
Рисунок 1.2 – Капіталізація криптовалюти Bitcoin, 2015-2020 рр. 
 
Відносно новою та другою за популярністю у світі криптовалютою є 
Ethereum, випущена у 2015 році. Її капіталізація складає понад 18 млрд. доларів. 
Ethereum був розроблений на відмінній від Bitcoin технології блокчейн. Якщо 
Bitcoin був розроблений як валюта, яку можна використовувати як звичайні гроші, 
то Ethereum виступає як платформа і мова програмування, яку можна 












Наразі лідируючою криптовалютою на ринку є Idea Chain Coin, створена у 
2019 році. Її капіталізація склала 80 млн. доларів. Дана криптовалюта не підлягає 
майнінгу, тобто всі її монети були випущені відразу або випускаються виключно 
розробниками (засновниками). Кількість випущених монет на даний момент 
становить 51 252 304 [7]. 
Для подальшого аналізу була обрана криптовалюта Bitcoin. Дана 
криптовалюта є найбільш репрезентативним прикладом в силу наступних причин. 
По-перше, Bitcoin є першою криптовалютою, відповідно її час існування на ринку 
набагато більший по відношенню до існуючих наразі криптовалют. По-друге, дана 
криптовалюта має найбільшу капіталізацію серед інших валют, її частка на ринку 
становить понад 60 %. Ще одним аргументом є найбільший середній щоденний 
обсяг торгів даною валютою.  
 
1.2 Підходи до моделювання та прогнозування динаміки курсу Bitcoin 
 
Враховуючи наведену вище інформацію наразі актуальною є задача пошуку 
та розробки спеціального інструментарію, який дозволить передбачувати та 
прогнозувати значення обмінних курсів сучасних криптовалют. Тема досліджень 
криптовалют в економічному контексті на даний момент є мало розробленою. 
Переважно розглядаються такі питання як аналіз та перспективи розвитку даного 
ринку або використання методів біржового аналізу. 
Протягом досить тривалого часу західна економічна наука керувалася 
різними поглядами щодо аналізу фінансових ринків. В результаті цього виникли 
два основні напрямки, повністю протилежні один одному: фундаментальний та 
технічний аналіз. Фундаментальний аналіз зазвичай ґрунтується на традиційних 
теоріях, тобто таких, що описують фінансовий ринок як досконалий [8]. 
Основними їх постулатами є: 
– динаміка фінансових ринків підкоряється закону нормального розподілу; 
– передбачуваність, стабільність стану ринку, низька імовірність різких 
«стрибків» або «падінь»; 
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– ціна характеризує баланс попиту і пропозиції і є рівноважною для всіх 
учасників ринку; 
– раціональність поведінки агентів; 
– безперервність, плавність зміни цін [9].  
Проте, на жаль, у багатьох випадках дані постулати виявляються безсилими 
у поясненні окремих процесів, які відбуваються на ринку, особливо при побудові 
прогнозів майбутніх періодів.  
Технічний аналіз з самого початку не надавав чітких теоретичних 
обґрунтувань. Проте нові відкриття в точних науках на зламі третього тисячоліття, 
дозволили подивитися на ринок з іншого боку. Завдяки виявленню стійких 
процесів стало можливим пояснити окремі методи технічного аналізу для аналізу 
та прогнозування фінансових ринків [8]. В результаті чого виникла гіпотеза 
фрактальності ринку, або, як її ще називають, теорія хаосу. Теорію хаосу почали 
використовувати ще в ХІХ ст., проте наукове обґрунтування дана гіпотеза отримала 
в другій половині ХХ ст. в роботах Е. Лоренца та Б. Мандельброта. Саме 
Б. Мандельброт в середині 60-х років розробив фрактальну геометрію, або 
геометрію природи, основні положення якої виклав у праці “Фрактальна геометрія 
природи” (The Fractal Geometry of Nature) [10]. Він показав, що за допомогою 
фрактальної теорії можна створювати дуже правдоподібні цінові діаграми 
котирувань акцій або фондових індексів, а за допомогою фрактальної розмірності 
оцінювати ризики вкладення в ті чи інші акції. У книзі Петерса в додаток до опису 
гіпотези фрактального ринку проводяться розрахунки, які підтверджують, що 
сучасний ринок має фрактальну природу. Також він розглядає методи 
фрактального аналізу ринків акцій, облігацій і валют [11]. Дана теорія тісно 
пов’язана з поняттям «фрактал». Точного визначення даного поняття в літературі 
зазвичай не дається. Простими словами, фрактал – це геометрична фігура, яка може 
бути поділена на частини, де кожна частина – це менша копія початкової фігури. 





Рисунок 1.3 – Приклади фракталів 
 
Розгляд фінансових ринків як просторових та часових фракталів розширив 
можливості, а також інструментарій технічного аналізу ринків. Багато фінансистів 
та трейдерів почали використовувати теорію хаосу та фрактальну геометрію в своїй 
роботі [12]. Найважливішим класом природних фракталів є хаотичні тимчасові 
ряди, або впорядковані в часі спостереження характеристик різних природних, 
соціальних і технологічних процесів. Серед них є як традиційні (геофізичні, 
економічні, медичні), так і ті, які стали відомими відносно недавно. Ці ряди, 
звичайно, породжуються складними нелінійними системами, які мають 
найрізноманітнішу природу. Однак у всіх характер поведінки повторюється на 
різних масштабах. Найбільш популярними їх представниками є фінансові часові 
ряди (в першу чергу ціни акцій і курси валют) [13]. 
Фрактали на фінансовому ринку характеризуються певними властивостями, 
а саме:  
– нерегулярність появи того чи іншого фрактала в часі (явище є 
довільним і незалежним від періоду часу); 




– розмірність (властивість, що визначає ступінь зламу лінії фракталу, на 
графіку руху ціни під розмірністю мається на увазі її волатильність) [14]. 
Таким чином, за допомогою фрактального аналізу можна досліджувати 
характер динаміки зміни цін і валютних курсів на ринку, а також фінансові кризи, 
які виникають в результаті втрати ринком стабільності. Стабільність в дослідженні 
фінансових ринків за фрактальною теорією базується на такому понятті як 
ліквідність. Таким чином, ринок вважається стабільним, якщо він складається з 
великої кількості інвесторів, які мають різні інвестиційні горизонти, що в свою 
чергу і гарантує ліквідність. Коли інвестори змінюють свої інвестиційні горизонти 
– баланс між короткостроковою та довгостроковою перспективами порушується, 
тобто спотворюється фрактальна структура ринку, він стає менш ліквідним, в 
результаті чого і виникає криза [15].  
 
1.3 Постановка задач дослідження 
 
Для побудови математичної моделі прогнозування динаміки курсу Bitcoin 
було поставлено наступні задачі: 
− реалізувати R/S-аналіз за допомогою програмного засобу MS Excel; 
− перевірити вхідний ряд на стаціонарність; 
− реалізувати ARIMA-модель для прогнозування динаміки курсу Bitcoin; 
− зробити прогноз курсу Bitcoin та здійснити верифікацію моделі; 






 ПОБУДОВА МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ ПРОГНОЗУВАННЯ ДИНАМІКИ 
КУРСУ КРИПТОВАЛЮТИ BITCOIN НА ОСНОВІ ФРАКТАЛЬНОГО АНАЛІЗУ 
 
 
2.1 Опис вхідних даних 
 
Для аналізу та побудови математичної моделі було вирішено використати 
статистику цін на Bitcoin по відношенню до курсу долару. Дані про значення 
часового ряду були взяті з ресурсу для здійснення торгівлі Investing.com [16]. 
Діапазон даних складає 5 років: з 1 жовтня 2015 року по 24 вересня 2020 року. 
Таким чином було отримано вибірку з 1821 елементу.  
 
2.2 Особливості застосування фрактального аналізу для прогнозування 
динаміки курсу криптовалют 
 
На практиці при дослідженні фрактальних властивостей динамічних 
ринкових показників фрактальну розмірність ряду зазвичай не обчислюють, 
замість неї проводять так званий R/S-аналіз (Rescaled range analysis), тобто 
обчислюють показник Херста, пов'язаний з фрактальною розмірністю 
співвідношенням D = 2 – H, де D – фрактальна розмірність, а H – показник Херста 
динамічної системи [17].  
Одна з основних переваг R/S-аналізу полягає в тому, що на відміну від 
багатьох широко поширених статистичних критеріїв, він не заснований на яких би 
то ні було припущеннях про організацію вихідних даних (про те, яким законам 
розподілу вони підкоряються). Це найважливіший фактор, коли ми досліджуємо 
такі явища, як, наприклад, курс акцій або валют, для яких явна хибність Гаусівих 
підходів підтверджена численними дослідженнями. Недоліком цього методу є те, 
що для отримання достовірної оцінки показника Херста необхідна досить велика 
кількість даних, інакше отримані оцінки можуть бути некоректними [18]. 
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Проводячи R/S-аналіз, можна отримати дві корисні властивості часового 
ряду: міру випадковості динамічного ряду і середню довжину циклу. Середня 
довжина циклу – це час, який необхідно системі для того, щоб позбутися від впливу 
початкових умов. Цей показник дозволяє оцінити інерцію руху ряду. Також 
показник Херста дозволяє проводити класифікацію часових рядів за ступенем їх 
випадковості: 
– якщо H = 0,5, то підтверджується гіпотеза ефективного ринку, події є 
некорельованими, і вони вже використані і знецінені ринком; 
– якщо показник Херста має значення від 0 < H < 1, але не дорівнює 0,5, 
то ряд є фракталом і його поведінка значно відрізняється від випадкових блукань; 
– якщо H > 0,5, то події, що відбуваються сьогодні, будуть враховуватися 
в динаміці ринку завтра, тобто ринок продовжує враховувати отриману 
інформацію і через якийсь час після настання події. В такому випадку ринок не 
можна порівнювати просто з автокореляцією, так як в разі автокореляції вплив 
інформації швидко падає [11]. 
За показником Херста також можна робити висновки про ступінь 
ризикованості вкладення в той чи інший актив: 
– при H, близькому до 1, ціни на розглянутий актив поводяться більш 
передбачувано, тому рівень ризиків, пов'язаних з цим активом, є меншим; 
– при H, близькому до 0, поведінка цін більш непередбачувана і хаотична, 
тому рівень ризиків, пов'язаних з купівлею активу, є вищим; 
– при H = 0,5 рух цін є випадковим (броунівський рух) [11]. 
Проведення R/S-аналізу починається з розбиття вхідного фінансового ряду 
на блоки однакової довжини, для кожного з яких обчислюється розмах R і 
середньоквадратичне відхилення S. Потім для всіх блоків знаходиться середнє 
відношення R/S, розмір блоку збільшується і алгоритм повторюється до тих пір, 
поки розмір блоку не зрівняється з розміром вихідного фінансового ряду. Як 
результат, для кожного розміру блоку буде отримано середнє значення R/S, і 
завдяки виконанню регресії методом найменших квадратів, буде знайдено 
показник H [19]. 
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Опишемо докладніше кожен крок алгоритму R/S-аналізу [20]: 
1. Аналіз починається з тимчасового ряду довжини М. Далі здійснюється 
його перетворення в тимчасовий ряд довжини N = M – 1 із застосуванням 







2. Ділимо цей період часу на A суміжних підперіодів довжини n, так, що 
An = N. Позначаємо кожен підперіод за Ia, з урахуванням того, що a = 1, 2, 3, ..., A. 
Кожен елемент в Ia позначений Nk, при цьому k = 1, 2, 3,. . . , N. Для кожного Ia 










3. Часовий ряд накопичених відхилень Xk,a від середнього значення для 
кожного підперіоду Ia визначається за формулою 2.3: 
 





4. Далі визначається розмах, як максимальне значення за вирахуванням 
мінімального значення Xk,a, в межах кожного підперіоду Ia (формула 2.4): 
 
𝑅𝐼𝑎 = max⁡(𝑋𝑘,𝑎) − min⁡(𝑋𝑘,𝑎) (2.4) 
 
5. На наступному кроці розраховується вибіркове стандартне відхилення 













6. Кожен діапазон RIa нормалізується шляхом ділення на відповідний SIa. 
Тому повторно нормований розмах протягом кожного Ia підперіоду дорівнює 
RIa/SIa. За крок вище ми отримали суміжні підперіоди довжини n. Отже, середнє 







7. Довжина n збільшується до наступного більш високого значення, а 
(M – 1) / n є цілочисельним значенням. Використовуємо значення n, що включають 
початкові та кінцеві точки часового ряду, і кроки 1-6 повторюються до 
n = (M – 1) / 2. 
8. На останньому кроці можна застосувати рівняння 
log(R/S) = log(c) + Hlog(n), будуючи просту регресію методом найменших 
квадратів, враховуючи, що log(n) – це незалежна змінна, а log(R/S) – залежна 
змінна. Метод найменших квадратів є одним з методів регресійного аналізу для 
оцінки невідомих величин за результатами вимірів, що містить випадкові помилки 
і полягає в мінімізації суми квадратів відхилень. Відрізок, що відсікається на 
координатній осі, є оцінкою log(c), тобто константою. Нахил рівняння є оцінкою 
показника Херста – H. Для перевірки значимості рівняння можна використати 
статистику Фішера. Також необхідно перевірити значимість параметра Н за 






2.3 Фрактальний аналіз даних на основі показника Херста 
 
В якості програмного забезпечення для проведення R/S-аналізу було обрано 
MS Excel. Перш за все необхідно прологарифмувати нашу вибірку (рис. 2.1), в 
подальшому всі операції з моделювання будуть відбуватися саме в відношенні 
перетвореного ряду.  
 
 
Рисунок 2.1– Графік логарифмованої змінної Bitcoin 
 
В результаті було отримано ряд довжиною 1820 значень, дільниками якого є 
числа: 10, 13, 14, 20, 26, 28, 35, 52, 65, 70, 91, 130, 140, 182, 260, 364, 455, 910. 
Використовуючи формули 2.1 – 2.6, проведемо R/S-аналіз і проілюструємо його на 
прикладі дільника 260. Отримаємо 7 підперіодів довжиною 260. Відобразимо на 















































































































































Рисунок 2.2 – Фрагменти розрахунків показника R/S для Ia = 910 
 
На рисунку 2.1 зеленим кольором виділено показник R/S, жовтим – ітерації. 
В процесі аналізу було проведено 18 ітерацій. Розрахунки для інших ітерацій 
представлені в додатку Б на рисунках Б.1 – Б.18. Функції, які використовувались 
для розрахунків в MS Excel, представлені у додатку В на рисунках В.1 – В.3. 
В результаті було отримано 18 значень R/S, необхідних для подальшої 
побудови рівняння регресії. Розраховані показники, отримані в процесі ітерацій, 
наведені в таблиці 2.1, в якій також представлені розраховані Ln(R/S) та Ln(n). 
Отримані розрахунки дозволили нам побудувати графік та отримати рівняння 
лінійної регресії (рис. 2.3).  
 
Таблиця 2.1 – Проміжні розрахунки 
n R/S Ln(R/S) Ln(n) 
10 3,337855938 1,205328666 2,302585093 
13 3,781138492 1,330025153 2,564949357 
14 4,092195771 1,409081689 2,63905733 
20 4,763985758 1,561084662 2,995732274 




Продовження таблиці 2.1 
28 5,724358892 1,744730559 3,33220451 
35 6,544338538 1,878600331 3,555348061 
52 8,097468073 2,091551429 3,951243719 
65 9,440412722 2,2449997 4,17438727 
70 9,713146215 2,273480248 4,248495242 
91 10,91479666 2,390119361 4,510859507 
130 14,35393145 2,664023873 4,86753445 
140 14,01858319 2,64038382 4,941642423 
182 16,3701231 2,795457911 5,204006687 
260 20,63463693 3,026971068 5,560681631 
364 24,03559447 3,179535835 5,897153868 
455 30,24788509 3,409426268 6,120297419 
910 41,22022054 3,718928926 6,8134446 
 
 
Рисунок 2.3 – Графік рівняння регресії 
 
Як бачимо з рівняння на рисунку 2.3, значення R2 = 0,9984. Це говорить про 
те, що рівняння регресії дуже добре описує вхідні дані. Значення показника 
Н = 0,5648 > 0,5, а отже ряд є персистентним і має довготривалу пам’ять, тобто 
отримана в минулому інформація впливає на його поведінку в майбутньому.  
Далі перевіряємо отриманий результат на значимість. Для цього розрахуємо 
критерій Стьюдента та Фішера за допомогою «Аналізу даних» (рис. 2.4). 
 



















Рисунок 2.4 – Основні статистичні характеристики рівняння регресії 
 
Отриманий критерій Фішера, який дорівнює 10 267,79072 (рис. 2.4), значно 
перевищує табличне значення при рівні значущості 0,05 та рівнях вільності k1 = 1, 
k2 = 16, тобто 4,494. Це дозволяє відхилити гіпотезу про відсутність лінійного 
зв’язку при відповідному рівні значущості p < 6,74735E-24, що свідчить про 
адекватність моделі. Отримані критерії Стьюдента для показників регресії, 
наведені на рисунку 2.4, перевищують табличне значення при рівні значущості 0,05 
та рівні вільності k = 16, тобто 2,1199. Це говорить про статистичну значущість 
параметрів регресії. Р-рівень для всіх оцінок є меншим ніж 0,05, що підтверджує їх 
значущість для моделі. 
Оскільки отримане рівняння є точним, його параметри є статистично 
значущими, а отримане значення показника Херста більше 0,5, то для даних курсу 










3.1 Реалізація ARIMA-моделі 
 
Одним з практичних застосувань фрактального аналізу є його використання 
в аналізі та дослідженні взаємозв’язків в часових рядах. В цій області розроблено 
досить багато моделей, що використовують як зовнішні по відношенню до цінового 
ряду чинники (наприклад, економічні показники), так і минулі значення часового 
ряду, або його похідних (наприклад, моделі ARMA, ARIMA, ARCH, GARCH, E-
GARCH). Більшість із них базується на моделях авторегресії і ковзного середнього. 
Модель ARIMA є однією з найбільш популярних моделей для побудови 
короткострокових прогнозів. Для опису даної моделі використовуються три групи 
параметрів: p, d і q – цілі невід'ємні числа, що характеризують порядок для частин 
моделі (відповідно авторегресійної, інтегрованої і ковзної середньої) [21]. В 
процесі аналізу часових рядів першим кроком є, як правило, оцінка стаціонарності 
та визначення порядку інтегрованості ряду (параметр d процесу ARIMA (p, d, q). 
Даний параметр d встановлюють рівним 0 або 1. Випадок d = 0 відповідає  короткій 
пам'яті ряду, тоді як при d = 1 можна зробити висновок про нескінченну пам'ять. 
Говорячи про нескінченну пам'ять, мається на увазі, що кожен шок впливає на 
поведінку ряду нескінченно довго. Існування короткої пам'яті означає, що наслідки 
шоку зникають досить швидко. Процеси ARMA (p, q) і ARIMA (p, d, q) є 
частковими випадками цього процесу при d = 0 і d = 1 відповідно [22]. 
Модифікацією даної моделі є дрібно-інтегрована модель авторегресії і 
ковзного середнього ARFIMA. На відміну від ARIMA, де порядок інтегрованості 
процесу міг приймати тільки цілі значення, в даній моделі це обмеження відсутнє, 
а значить ступінь оператора зсуву відповідного диференціального рівняння може 
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бути будь-яким реальним значенням, включаючи дробові величини [23]. Це дає 
можливість більш точно описати реальний безперервний процес шляхом його 
перетворення в дискретний за допомогою розбивання процесу на більш дрібні 
компоненти, ніж при цілочисельному диференціюванні. Все це, в свою чергу, дає 
право припускати, що модель ARFIMA володіє потенційними можливостями для 
опису валютних ринків, а отримані з її допомогою результати є більш достовірними 
в порівнянні з іншими моделями.  
В даній роботі було вирішено побудувати ARIMA модель з параметром d=1, 
так як отримані результати підтвердили наявність довготривалої пам’яті. 
Методологія побудови моделі для досліджуваного часового ряду включає 
наступні основні етапи: 
– ідентифікацію пробної моделі; 
– оцінювання параметрів моделі та діагностичну перевірку адекватності 
моделі; 
– використання моделі для прогнозування [24].  
Побудова коректної моделі часових рядів вимагає їх стаціонарності. 
Стаціонарний часовий ряд у широкому сенсі – це процес, для якого математичне 
сподівання та дисперсія існують і є сталими величинами, що не змінюються в часі, 
а автокореляційна функція залежить лише від різниці між двома моментами часу 
t1 – t2 = τ і не залежить від конкретного періоду часу. Тобто для реалізації 
випадкового процесу yt1, yt2, .., ytn основні моменти залишаються постійними й 
обмеженими у разі зміні часу t, для якого вони розраховуються [25]. Лише якщо ми 
знаємо, що процес стаціонарний, ми матимемо усі підстави для того, щоб тестувати 
гіпотези і будувати оптимальні прогнози. На цьому етапі рекомендується 
проводити аналіз автокореляційної функції та часткової автокореляційної функції. 
У разі, якщо вихідні ряди не є стаціонарними, перед здійсненням оцінювання 
моделі необхідно застосувати процедуру приведення розглянутих рядів до 
стаціонарного виду. Зазвичай для цього застосовують оператор взяття послідовних 
різниць, тим самим визначається значення параметра d.  
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Для побудови ARIMA-моделі використаємо аналітичний пакет STATISTICA, 
який використовується для аналізу, управління, добування та візуалізації даних. 
Істотним недоліком програми є відсутність можливостей перевірки ряду на 
наявність тренду, і судити про його стаціонарність можна лише на основі 
візуального аналізу графіка ряду, спектрограми і коррелограм АКФ і ЧАКФ. 
На першому кроці побудуємо графік вхідних даних – курсу криптовалюти   
Bitcoin. У більшості часових рядів члени ряду залежать один від одного, що можна 
спостерігати на рисунку 3.1.  
 
 
Рисунок 3.1 – Графік змінної Bitcoin 
 
На рисунку 3.1 можна побачити нерівномірні коливання, які призводять до 
збільшення амплітуди. Тому є потреба у проведенні логарифмізації вхідних даних 





Рисунок 3.2 – Графік логарифмованої змінної Bitcoin 
 
З графіка на рис. 3.2 ми бачимо, що мета перетворення досягнута, амплітуда 
коливань стала більш стабільною і ряд готовий для подальшого дослідження. 
Для ідентифікації ARIMA-моделі побудуємо автокореляційну функцію та 





Рисунок 3.3 – Автокореляційна функція для логарифмованої змінної Bitcoin 
 
 




Корелограма автокореляційної функції показує сильну кореляційну 
залежність рівнів ряду (рис. 3.3). Як можна побачити з графіка корелограми 
часткової автокореляційної функції (рис. 3.4), всі коефіцієнти автокореляції, окрім 
першого, є статистично незначущими. Отримані корелограми говорять про те, що 
ряд містить тренд, тобто є нестаціонарним. 
Для перевірки стаціонарності ряду застосовуються різні параметричні, 
непараметричні та напівпараметричні тести, тому використаємо деякі з них для 
підтвердження гіпотези нестаціонарності даного ряду. Одним із таких методів є 
метод Фостера-Стюарта. Його перевага в тому, що він дозволяє встановити 
наявність тренду не тільки у часовому ряді, але і виявити його в значенні дисперсії 
рівнів, що важливо для прогностичного аналізу. При відсутності тренду дисперсії 
розкид рівнів ряду постійний, при наявності тренду дисперсії дисперсія 
збільшується або зменшується [26]. 
Для аналізу досліджуваного ряду визначаються величини kt і lt. Їх значення 
знаходяться шляхом послідовного порівняння рівнів. Якщо який-небудь рівень 
ряду перевищує по своїй величині кожен з попередніх рівнів, то величині kt 
присвоюється значення 1, в інших випадках вона дорівнює 0. Таким чином, 
послідовність виконання методу Фостера-Стюарта наступна [26]: 
1. Порівняти кожен рівень вихідного ряду yt, 𝑡 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, починаючи з 
другого, з усіма попередніми рівнями, і побудувати дві числові послідовності: 
 
𝑘𝑡 = {






1, якщо⁡𝑦𝑡 < всіх⁡попередніх⁡рівнів
0, в⁡іншому⁡випадку
} , 𝑡 = 2, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅ 
(3.2) 
 


















Величина S характеризує зміну часового ряду, вона може приймати значення 
від 0 (коли всі рівні ряду рівні) до n – 1 (ряд монотонний). Величина d характеризує 
зміну дисперсії часового ряду і змінюється від – (n – 1) (коли ряд монотонно убуває) 
до (N – 1) (коли ряд монотонно зростає). Ці величини є випадковими з 
математичним очікуванням μ для значення S і 0 для значення d [26]. 
3. Останнім кроком є перевірка гіпотез, а саме:  
− чи можна вважати випадковим відхилення S від його математичного 
очікування μ. Для цього розраховується значення t-критерію tS (формула 3.5) та 
порівнюється з табличним значенням tтабл (при рівні значущості 0,05 і ступені 
свободи k = n – 2). У разі, якщо tS > tтабл, то для даного ряду є тренд, тобто гіпотеза 
про відсутність тренду відкидається; 
− чи можна вважати випадковим відхилення d від нуля. Для цього 
знаходиться показник td (формула 3.6) і також порівнюється з табличним 
значенням. Якщо td < tтабл, то для даного ряду тренду дисперсії рівнів ряду немає, і 
















Розрахунки були виконані в програмному пакеті MS Excel. Розрахунки 
наведені у додатку Г на рисунках Г.1-Г.2. Результати розрахунків наведені в 
таблиці 3.1. 
 




Стандартне відхилення S 3,404519 
Стандартне відхилення d 3,764131 
Критерій Стьюдента для S 35,4914467 
Критерій Стьюдента для d 35,33352057 
Табличний критерій t-Стьюдента 1,961 
 
Як бачимо, значення tS i td значно перевищують табличне значення, що, в 
свою чергу, підтверджує гіпотезу про наявність тренду. 
Перевіримо наш ряд за допомогою ще одного відомого методу, а саме 
розширеного тесту Дікі-Фулера. З цією метою візьмемо перші різниці нашого ряду 
та розрахуємо параметри наступних рівнянь: рівняння тестової регресії без 
константи та тренду (формула 3.7); рівняння регресії з константою, але без тренду 
(формула 3.8); рівняння регресії з константою та лінійним трендом (формула 3.9).  
 
∆𝑦𝑡 = 𝑏 ∙ 𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡 , (3.7) 
 
∆𝑦𝑡 = 𝑏0 + 𝑏 ∙ 𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡, (3.8) 
 
∆𝑦𝑡 = 𝑏0 + 𝑏1 ∙ 𝑡 + 𝑏 ∙ 𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡 , (3.9) 
де: ∆yt = yt  - yt-1; 
 yt  - часовий ряд фактичних даних; 
 yt-1 - часовий ряд, зрушений на один крок; 
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 b, b0, b1 – параметри регресії; 
 εt – випадкова похибка. 
Для кожної з регресій існують свої критичні значення DF-статистики. Для 
знаходження параметрів для регресій 3.7-3.9 скористаємося можливостями 
«Аналізу даних» в MS Excel. Так, було отримано наступні значення параметрів для 
регресії 3.7 (рис. 3.5). 
 
 
Рисунок 3.5 – Параметри для рівняння регресії без константи та тренду 
 
Отримані значення параметру b порівняємо з табличним значенням (-2,58). 
Оскільки значення параметру b (-0,000640292) знаходиться правіше від табличного 
значення, то нульова гіпотеза про одиничний корінь приймається, тобто процес 
визнається нестаціонарним. 
Отримаємо наступні значення параметрів для регресії 3.8 (рис. 3.6). Значення 
параметру b порівняємо з табличним значенням (-3,43). Оскільки значення 
параметру b (-0,00322238) знаходиться правіше від табличного значення, то 






Рисунок 3.6 – Параметри для рівняння регресії з константою та без тренду 
 
Знайдемо параметр b для регресії 3.9 (рис. 3.7). 
 
 
Рисунок 3.7 – Параметри для рівняння регресії з константою та трендом 
 
Отримані значення параметру b порівняємо з табличним значенням (-3,96). 
Оскільки значення параметру b (-0,012923558) знаходиться правіше від табличного 




Отже, за результатами проведених тестів Фостера-Стюарта та Дікі-Фулера 
було підтверджено те, що процес є нестаціонарним.   
Для усунення залежності виконаємо диференціювання ряду з лагом 1, в 
результаті чого кожен елемент перетвореного ряду буде представляти різницю між 
своїм попереднім і наступним значеннями (рис. 3.8). 
 
 
Рисунок 3.8 – Графік змінної Bitcoin після взяття перших різниць 
 






Рисунок 3.9 – Автокореляційна функція після взяття перших різниць 
 
 




Коррелограми 3.9-3.10 показують, що трендову складову було усунуто з 
моделі, оскільки отримані значення автокореляційної функції наближаються до 0 
та не є значущими, тобто ряд є стаціонарним. 
Ґрунтуючись на розвідувальному аналізі, можемо прийти до висновку, що 
несезонна модель (з лагом 1) досить добре підходить для перетвореного ряду. 
Отже, будуватимемо ARІMA-модель для ряду в перших різницях, для чого 
проведемо оцінку параметрів змінного середнього моделі ARІMA: d, p та q. 
Так як було зроблено висновок про наявність в моделі довготривалої пам’яті, 
то параметр d = 1. Наступним кроком розглянемо різні типи моделей, оцінимо їх 
статистики та оберемо ту, що найкраще описує вхідний ряд. Після процедури 
оцінювання ARIMA (1, 1, 0), отримуємо наступні результати (рис. 3.11).  
 
 
Рисунок 3.11 – Таблиця результатів з оцінками параметрів моделі ARIMA (1, 1, 0)  
 
З рисунку 3.11 можна побачити, що оцінки параметрів є статистично 
незначущими, оскільки р > 0,05. 
Проведемо оцінку для моделей ARIMA (1, 1, 1) та ARIMA (0, 1, 1). Результати 
оцінки наведені на рисунках 3.12-3.13. 
 
 





Рисунок 3.13 – Таблиця результатів з оцінками параметрів моделі ARIMA (0, 1, 1) 
 




Рисунок 3.14 – Таблиця результатів з оцінками параметрів моделі ARIMA (1, 1, 2) 
 
 
Рисунок 3.15 – Таблиця результатів з оцінками параметрів моделі ARIMA (2, 1, 2) 
 
 На рисунку 3.15 наведена оцінка моделі ARIMA (2, 1, 2). Можна 
спостерігати, що після взяття других різниць коефіцієнти стали значимі, проте не 
всі. Побудуємо моделі ARIMA (0, 1, 2), ARIMA (2, 1, 0), ARIMA (0, 2, 2) та 





Рисунок 3.16 – Таблиця результатів з оцінками параметрів моделі ARIMA (0, 1, 2) 
 
 
Рисунок 3.17 – Таблиця результатів з оцінками параметрів моделі ARIMA (2, 1, 0) 
 
 
Рисунок 3.18 – Таблиця результатів з оцінками параметрів моделі ARIMA (0, 2, 2) 
 
 
Рисунок 3.19 – Таблиця результатів з оцінками параметрів моделі ARIMA (2, 2, 0) 
 
Отримані оцінки (рис. 3.16-3.19) є статистично значущими та досить 
непогано описують вхідні дані. Для вибору кращої моделі здійснимо прогноз та 
верифікацію декількох з них, а саме моделі ARIMA (0, 1, 2), ARIMA (2, 1, 0), 




3.2 Прогнозування курсу криптовалюти Bitcoin та верифікація моделі 
 
Використовуючи отримані моделі, обчислимо прогнози, починаючи з 
останнього спостереження. Таблиці результатів містять прогнозні 20 значень та їх 
довірчі інтервали (рис. 3.20-3.23). 
 
 
Рисунок 3.20 – Таблиця прогнозних значень моделі ARIMA (0, 1, 2) 




Рисунок 3.21 – Таблиця прогнозних значень моделі ARIMA (2, 1, 0) 
для змінної Bitcoin 
 
 
Рисунок 3.22 – Таблиця прогнозних значень моделі ARIMA (0, 2, 2) 




Рисунок 3.23 – Таблиця прогнозних значень моделі ARIMA (2, 2, 0) 
для змінної Bitcoin 
 
Проаналізувавши залишки для кожної з моделей, було зроблено висновок, що 
найкраще описує вхідні дані модель ARIMA (0, 1, 2). Тому продовжимо роботу 
саме з нею. Побудуємо графік з урахуванням прогнозних значень (рис. 3.24). 
 
 
Рисунок 3.24 – Графік прогнозних значень для змінної Bitcoin 
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Щоб перевірити, наскільки добре побудована модель АРПСС прогнозує 
останні 20 спостережень, необхідно її верифікувати. Є два припущення моделі 
ARIMA: 
– залишки (спостережувані мінус оцінені значення) нормально 
розподілені; 
– залишки незалежні один з одним, тобто між ними немає залишкової 
кореляції [26].  
Якщо остання умова не виконана, то, цілком імовірно, що було не враховано 
деякий додатковий параметр, який впливає на ряд. Нижче показані графік 
залишків, нормальний імовірнісний графік для змінної та нормальний графік без 
тренду, а також гістограма розподілу залишків (рис. 3.25-3.28), які 
використовуються для візуального підтвердження нормальності залишків. 
 
  





Рисунок 3.26 – Нормальний імовірнісний графік для змінної Bitcoin  
 
 




Рисунок 3.28 – Нормальний імовірнісний графік без тренду для змінної Bitcoin 
 
З побудованих графіків можна зробити наступні висновки: 
− залишки представляють собою «білий шум» (рис. 3.25); 
− не всі залишки потрапляють на лінію імовірнісного графіку, що вказує 
на наявність викидів (рис. 3.26);  
− оскільки тренд було виключено, то розподіл на рисунку 3.27 говорить 
про нормальність, оскільки дані рівномірно розподілені; 
− гістограма відображає нормальний розподіл залишків (рис. 3.28). 
Тепер розглянемо виконання другого припущення АRІМА – залишки 
незалежні один з одним. Незалежність залишків перевіримо за допомогою графіка 
автокореляційної функції (рис. 3.29). З графіка видно, що кореляція між залишками 





Рисунок 3.29 – Графік автокореляційної функції залишків 
 
Останнім етапом є перевірка адекватності нашої моделі, що буде здійснено 
шляхом порівняння отриманих нами прогнозних значень з фактичними за цей 
період. Дані наведені в таблиці 3.2.  
 
Таблиця 3.2 – Фактичні та прогнозовані дані курсу Bitcoin з 25 вересня по 














25.09.2020 10 688,80 10 715,89 10 026,26 11 452,96 -0,253 
26.09.2020 10 727,90 10 717,91 9 775,51 11 751,15 0,093 
27.09.2020 10 776,20 10 715,89 9 581,40 11 984,72 0,560 
28.09.2020 10 693,20 10 717,91 9 423,42 12 190,21 -0,231 
29.09.2020 10 840,90 10 715,89 9 282,49 12 370,64 1,153 
30.09.2020 10 776,10 10 717,91 9 160,14 12 540,58 0,540 
01.10.2020 10 620,50 10 715,89 9 045,47 12 694,79 -0,898 
02.10.2020 10 572,30 10 717,91 8 943,33 12 844,59 -1,377 




Продовження таблиці 3.2 
04.10.2020 10 672,90 10 717,91 8 756,30 13 118,95 -0,422 
05.10.2020 10 789,50 10 715,89 8 669,40 13 245,47 0,682 
06.10.2020 10 602,60 10 717,91 8 590,43 13 372,26 -1,088 
07.10.2020 10 670,90 10 715,89 8 512,08 13 490,28 -0,422 
08.10.2020 10 924,10 10 717,91 8 440,57 13 609,68 1,888 
09.10.2020 11 054,20 10 715,89 8 368,93 13 721,03 3,060 
10.10.2020 11 298,40 10 717,91 8 303,37 13 834,55 5,138 
11.10.2020 11 371,00 10 715,89 8 237,17 13 940,51 5,761 
12.10.2020 11 533,90 10 717,91 8176,50 14 049,22 7,075 
13.10.2020 11 423,80 10 715,89 8 114,82 14 150,70 6,197 
14.10.2020 11 420,40 10 717,91 8 058,25 14 255,38 6,151 
 
Як бачимо, перші 15 значень були спрогнозовані досить точно (похибка 
складає менше 5%). З подальшими значеннями, починаючи з 10.10.2020, якість 
прогнозу падає. 
Такими чином, можна зробити висновки, що отримана нами АRІМА-
модель є адекватною і досить точно прогнозує значення в межах одного періоду. 
Навряд чи вона є придатною для довгострокового прогнозування, оскільки не 
враховує значних змін курсу, які можуть відбуватися на міжнародному ринку, 






Cтрімкий розвиток фінансового ринку та економічної системи в цілому 
сприяє їх постійному дослідженню та виявленню нових методів аналізу та 
моделювання. Так, відносно новим та цікавим є метод фрактального аналізу.  
У ході даної кваліфікаційної роботи було проведено аналіз моделей 
прогнозування часових рядів із змінною фрактальною структурою на прикладі 
динаміки курсу криптовалюти Bitcoin. Для аналізу було вирішено використати 
R/S-аналіз. На основі розрахунку показника Херста було зроблено висновки 
щодо характеру вхідних даних. Досліджуваний часовий ряд є персистентним, 
тобто таким, що має довготривалу пам’ять. 
За допомогою програмного пакету Statistica було реалізовано ARIMA-
модель і отримано прогнозні оцінки курсу Bitcoin на короткостроковий період. 
Похибка перших 15 отриманих значень знаходиться в межах 5%, що є гарним 
результатом.  
Спираючись на отримані вище результати, було доведено, що застосування 
фрактального аналізу у вивченні властивостей фінансових ринків та 
використання такого роду моделей з високим рівнем достовірності передбачує 
майбутній стан досліджуваного ринку, а отже їх використання є досить 
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 Orekhova Y.V. Prediction of Bitcoin exchange rate dynamics based on fractal 
analysis. – Qualifying master's thesis. Sumy State University, Sumy, 2020.  
 The paper examines the features of analysis and modeling of cryptocurrencies 
based on fractal analysis. The main purpose of this work is to build a mathematical 
model for predicting the dynamics of the Bictoin course in order to improve the 
accuracy of forecasting. The key research methods are R/S-analysis and ARIMA-
model, which were implemented using MS Excel and Statistica software.  
 Keywords: cryptocurrency, Bitcoin, fractal, R/S analysis, Foster-Stewart test, 




 Орехова Я.В. Прогнозування динаміки курсу Bitcoin на основі 
фрактального аналізу. – Кваліфікаційна магістерська робота. Сумський 
державний університет, Суми, 2020.  
 У роботі досліджено особливості аналізу та моделювання криптовалют на 
основі фрактального аналізу. Основною метою роботи є побудова математичної 
моделі для прогнозування динаміки курсу Bictoin в інтересах підвищення 
точності прогнозування. Ключовими методами дослідження є R/S-аналіз та 
ARIMA-модель, які були реалізовані за допомогою програмного забезпечення 
MS Excel та Statistica.  
 Ключові слова: криптовалюта, Bitcoin, фрактал, R/S-аналіз, тест Фостера-







Фрагменти розрахунків R/S-аналізу за допомогою MS Excel 
 
 
Рисунок Б.1 – Фрагменти розрахунків показника R/S для Ia = 10 
 
 
Рисунок Б.2 – Фрагменти розрахунків показника R/S  для Ia = 13 
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Продовження додатку Б 
 
 
Рисунок Б.3 – Фрагменти розрахунків показника R/S  для Ia = 14 
 
 
Рисунок Б.4 – Фрагменти розрахунків показника R/S  для Ia = 20 
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Продовження додатку Б 
 
 
Рисунок Б.5 – Фрагменти розрахунків показника R/S  для Ia = 26 
 
 




Продовження додатку Б 
 
 
Рисунок Б.7 – Фрагменти розрахунків показника R/S  для Ia = 35 
 
 
Рисунок Б.8 – Фрагменти розрахунків показника R/S  для Ia = 52 
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Продовження додатку Б 
 
 
Рисунок Б.9 – Фрагменти розрахунків показника R/S  для Ia = 65 
 
 




Продовження додатку Б 
 
 
Рисунок Б.11 – Фрагменти розрахунків показника R/S  для Ia = 91 
 
 




Продовження додатку Б 
 
 
Рисунок Б.13 – Фрагменти розрахунків показника R/S  для Ia = 140 
 
 




Продовження додатку Б 
 
 
Рисунок Б.15 – Фрагменти розрахунків показника R/S  для Ia = 260 
 
 




Продовження додатку Б 
 
 
Рисунок Б.17 – Фрагменти розрахунків показника R/S  для Ia = 455 
 
 






Формули розрахунків R/S-аналізу в MS Excel 
 
 










Продовження додатку В 
 
 




















Формули розрахунків тесту Фостера-Стюарта  в MS Excel 
 
 




Рисунок Г.2 – Функції MS Excel, які використані для проведення тесту 
Фостера-Стюарта (продовження) 
